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1◦. Напомним описание основного варианта метода сопряжённых градиен-
тов для минимизации на R

n квадратичной функции

Q(x) = 1

2
〈Dx, x〉+ 〈c, x〉

с симметричной положительно определённой матрицей D [1].
Нулевой шаг. Берём произвольное начальное приближение x0 ∈ R

n и
вычисляем градиент g0 = Q′(x0) = Dx0 + c. Если g0 = O, то x0 — точка
минимума. Вычисления прекращаются. Иначе полагаем s1 = −g0.

k-й шаг. Пусть имеются xk−1, gk−1 6= O, sk. Последовательно вычисляем

tk =
〈gk−1, gk−1〉

〈Dsk, sk〉
, (1)

xk = xk−1 + tksk,

gk = Q′(xk) = gk−1 + tkDsk.

Если gk = O, то xk — точка минимума. Вычисления прекращаются. В против-
ном случае находим

bk =
〈gk, gk〉

〈gk−1, gk−1〉
, (2)

sk+1 = −gk + bksk. (3)

Описание метода завершено.
Метод сопряжённых градиентов обладает следующими свойствами:

〈Dsk, sj〉 = 0 при k 6= j;

〈sk, gj〉 = 0 при j ∈ 0 : k; (4)

〈gk, gj〉 = 0 при k 6= j. (5)
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Из последнего соотношения, в частности, следует, что gn = O (если равенство
gk = O не встретится при k < n), то есть, по крайней мере, xn будет точкой
минимума.

2◦. Для последовательности x0, x1, . . . , построенной методом сопряжённых
градиентов, можно получить другое представление. На рис. 1 введены векто-
ры pk и pk+1, исходя из условий

pk+1 = −gk + λ(pk + gk), (6)

〈pk+1, pk + gk〉 = 0. (7)

xk

pk

bksk

−gk

sk+1pk+1

Рис. 1
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Рис. 2

На рис. 2 выделен треугольник ABC с
−→
AB = pk,

−→
AC = −gk и

−−→
AD =

= pk+1. Угол CAB прямой, поскольку, согласно (4), 〈sk, gk〉 = 0. Вектор pk+1 =

=
−−→
AD строится из условия, что отрезок AD перпендикулярен CB, то есть в

прямоугольном треугольнике CAB из вершины A опускается перпендикуляр

на сторону CB. При этом
−→
AC +

−−→
CB =

−→
AB, так что

−−→
CB = pk + gk.

Умножим равенство (6) скалярно на pk + gk. Учитывая (7) и ортогональ-
ность векторов pk и gk, получаем

0 = −〈gk, gk〉+ λ
(

‖pk‖
2 + ‖gk‖

2
)

.

Отсюда следует, что λ = ‖gk‖
2

‖pk‖2+‖gk‖2
и

pk+1 = −gk +
‖gk‖

2(pk + gk)

‖pk‖2 + ‖gk‖2
=

‖pk‖
2(−gk) + ‖gk‖

2pk
‖pk‖2 + ‖gk‖2

. (8)

К этому добавим условие p1 = −g0.
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ТЕОРЕМА. Справедливо равенство

pk =
‖pk‖

2

‖gk−1‖2
sk, k = 1, 2, . . . (9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим βk = ‖pk‖
2

‖gk−1‖2
, так что формулу (9) можно

переписать в виде pk = βksk. При k = 1 равенство (9) выполняется. Сделаем
индукционный переход от k к k + 1.

Во-первых, отметим, что векторы pk и gk ортогональны, поскольку 〈sk, gk〉 =
= 0. Далее, в силу (8), индукционного предположения (9) и (3) имеем

pk+1 =
‖pk‖

2

‖pk‖2 + ‖gk‖2

(

−gk +
‖gk‖

2

‖pk‖2
pk

)

=

=
‖pk‖

2

‖pk‖2 + ‖gk‖2

(

−gk +
‖gk‖

2

‖gk−1‖2
sk

)

=
‖pk‖

2

‖pk‖2 + ‖gk‖2
sk+1.

Остаётся учесть, что

‖pk+1‖
2 =

‖pk‖
4

(

‖pk‖2 + ‖gk‖2
)2

(

‖gk‖
2 +

‖gk‖
4

‖pk‖2

)

=
‖pk‖

2‖gk‖
2

‖pk‖2 + ‖gk‖2
.

Для коэффициента перед sk+1 получаем представление

‖pk‖
2

‖pk‖2 + ‖gk‖2
=

‖pk+1‖
2

‖gk‖2
= βk+1.

Теорема доказана.

Нетрудно проверить, что справедливо равенство

tksk = αkpk, (10)

где

αk =
〈pk, pk〉

〈Dpk, pk〉
.

Действительно, согласно (9), (1) и определению βk

αk =
tk
βk

=
‖gk−1‖

2βk

〈Dsk, sk〉β2
k

=
‖pk‖

2

〈Dpk, pk〉
.
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3◦. Воспользуемся векторами pk для описания метода сопряжённых гради-
ентов, имея в виду, что векторы pk отличаются от sk лишь положительным
коэффициентом.

Нулевой шаг. Берём произвольное начальное приближение x0 ∈ R
n и

вычисляем градиент g0 = Q′(x0) = Dx0 + c. Если g0 = O, то x0 — точка
минимума. Вычисления прекращаются. Иначе полагаем p1 = −g0.

k-й шаг. Пусть имеются xk−1, gk−1 6= O и pk. Последовательно вычисляем

αk =
〈pk, pk〉

〈Dpk, pk〉
, (11)

xk = xk−1 + αkpk,

gk = Q′(xk) = gk−1 + αkDpk.

Если gk = O, то xk — точка минимума. Вычисления прекращаются. В против-
ном случае находим

pk+1 =
‖pk‖

2(−gk) + ‖gk‖
2pk

‖pk‖2 + ‖gk‖2
.

Описание метода завершено.
Данный вариант метода сопряжённых градиентов назовём геометриче-

ским вариантом.

4◦. Для шага αk в геометрическом варианте метода сопряжённых градиен-
тов наряду с формулой (11) справедливо представление

αk = argminα>0 Q(xk−1 + αpk). (12)

Проверим это.
Функция ϕ(α) = Q(xk−1 + αpk) является выпуклой и

ϕ′(α) =
〈

Q′(xk−1 + αpk), pk
〉

= 〈gk−1 + αDpk, pk〉 =

= 〈gk−1, pk〉+ α〈Dpk, pk〉.

При этом согласно (9), (3), (4) и определению βk

〈gk−1, pk〉 = 〈gk−1, βksk〉 =
〈

gk−1, βk(−gk−1 + βk−1sk−1)
〉

=

= −βk〈gk−1, gk−1〉 = −〈pk, pk〉,

так что
ϕ′(α) = −〈pk, pk〉+ α〈Dpk, pk〉.

Отсюда следует, что ϕ′(0) < 0 и ϕ′(α) = 0 только при α = αk. Это гарантирует
справедливость формулы (12).
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В силу (10) шаг tk вида (1) в основном варианте метода сопряжённых
градиентов допускает аналогичное представление

tk = argmint>0 Q(xk−1 + tsk).

Таким образом, в обоих вариантах неявно присутствует одномерная ми-
нимизация (линейный поиск). В следующих пунктах будет описан вариант
метода сопряжённых градиентов без точного линейного поиска.

5◦. Параллельно с последовательностью {xk}, построенной с помощью ос-
новного варианта метода сопряжённых градиентов, рассмотрим ещё одну по-
следовательность {x̂k} вида

x̂k = x̂k−1 + t̂kŝk, k = 1, 2, . . . ,

где x̂0 = x0 и ŝk = sk при всех k = 1, 2, . . . В качестве шага t̂k возьмём
произвольное положительное число (например, обеспечивающее неравенство
Q(x̂k−1 + t̂kŝk) < Q(x̂k−1)). Выясним, как связаны последовательности {xk}
и {x̂k}.

Введём обозначения:

θk = t̂k/tk (так что t̂k = θktk),

ẑk = x̂k − x̂k−1 = t̂kŝk, zk = xk − xk−1 = tksk,

r̂k = ĝk − ĝk−1 = Dẑk, rk = gk − gk−1 = Dzk,

uk = x̂k − xk, vk = ĝk − gk.

В силу равенства x̂0 = x0 имеем u0 = O, v0 = O. Далее

ẑk = t̂kŝk = θktksk = θkzk,

r̂k = Dẑk = θkDzk = θkrk,

uk = (x̂k−1 + ẑk)− (xk−1 + zk) = uk−1 + (1− 1

θk
)ẑk, (13)

vk = ĝk − gk = (ĝk − ĝk−1) + (ĝk−1 − gk−1)− (gk − gk−1) =

= r̂k + vk−1 − rk = vk−1 + (1− 1

θk
)r̂k. (14)

Из последней формулы и равенства v0 = O следует, что

vk =
k

∑

j=1

(1− 1

θj
)r̂j =

k
∑

j=1

(θj − 1)rj . (15)

Умножим обе части соотношения (15) скалярно на ẑk = θkzk. Получим

〈ĝk − gk, ẑk〉 =
k

∑

j=1

(θj − 1)〈rj, ẑk〉. (16)
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Согласно (4)
〈gk, ẑk〉 = θk〈gk, zk〉 = θktk〈gk, sk〉 = 0

и при j < k
〈rj, ẑk〉 = θk〈Dzj, zk〉 = θktjtk〈Dsj, sk〉 = 0.

Формула (16) принимает вид

〈ĝk, ẑk〉 = (θk − 1)〈rk, ẑk〉 =
θk−1

θk
〈r̂k, ẑk〉.

Учитывая, что 〈r̂k, ẑk〉 = 〈Dẑk, ẑk〉 > 0, получаем

θk − 1

θk
=

〈ĝk, ẑk〉

〈r̂k, ẑk〉
.

Теперь рекурентные соотношения (13) и (14) можно переписать так:

uk = uk−1 +
〈ĝk, ẑk〉

〈r̂k, ẑk〉
ẑk, k = 1, 2, . . . ; u0 = O;

vk = vk−1 +
〈ĝk, ẑk〉

〈r̂k, ẑk〉
r̂k, k = 1, 2, . . . ; v0 = O.

При этом
xk = x̂k − uk, gk = ĝk − vk.

6◦. Переходим к описанию варианта метода сопряжённых градиентов без
точного линейного поиска.

Нулевой шаг. Берём произвольное начальное приближение x̂0 ∈ R
n. Вы-

числяем градиент ĝ0 = Q′(x̂0) = Dx̂0+c. Если ĝ0 = O, то x̂0 — точка минимума.
Вычисления прекращаются. Иначе полагаем

x0 = x̂0, g0 = ĝ0, s1 = −g0, u0 = O, v0 = O.

k-й шаг. Пусть имеются

x̂k−1, xk−1, ĝk−1 6= O, gk−1 6= O, sk, uk−1, vk−1.

Произвольно выбираем шаг t̂k > 0. Находим ẑk = t̂ksk,

x̂k = x̂k−1 + ẑk,

ĝk = Q′(x̂k) = ĝk−1 +Dẑk.

Если ĝk = O, то x̂k — точка минимума. Вычисления прекращаются.
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Пусть ĝk 6= O. Тогда вычисляем

r̂k = ĝk − ĝk−1, ĉk =
〈ĝk, ẑk〉

〈r̂k, ẑk〉
,

uk = uk−1 + ĉkẑk, vk = vk−1 + ĉkr̂k,

xk = x̂k − uk, gk = Q′(xk) = ĝk − vk.

Если gk = O, то xk — точка минимума. Вычисления прекращаются. Иначе
полагаем sk+1 = −gk + bksk, где bk имеет вид (2).

Описание метода завершено.
Из описания видно, что в методе сопряжённых градиентов без точного

линейного поиска наряду с последовательностью {x̂k} строится стандартная
последовательность {xk} метода сопряжённых градиентов. Это гарантирует
сходимость метода не более чем за n шагов.

7◦. Следуя Соренсену, отметим, что коэффициент bk допускает другое пред-
ставление:

bk =
〈gk, r̂k〉

〈sk, r̂k〉
. (17)

Действительно, согласно (4) и (5)

〈gk, r̂k〉 = θk〈gk, gk − gk−1〉 = θk〈gk, gk〉,

〈sk, r̂k〉 = θk〈sk, gk − gk−1〉 = −θk〈sk, gk−1〉 =

= −θk〈−gk−1 + bk−1sk−1, gk−1〉 = θk〈gk−1, gk−1〉.

Отсюда и из (2) следует (17).

8◦. История метода сопряжённых градиентов за период с 1948 по 1976 го-
ды (с обширной аннотированной библиографией) представлена в обзорной
статье [2]. Современному состоянию в этой области посвещена книга [3].
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